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 الملخص
مثل في نظرية القيمة تتو  ,تدرس ىذه الورقة البحثية إحدى أىم النظريات الأساسية في علوم الرياضيات     

فقط من  علم التفاضل توضيح أىم تطبيقاتها فيدراسة نظرية القيمة الدتوسطة و  تقتصر علىالدتوسطة, و 
 الدبرىنات مع توضيح مثال أو أكثر لكل تطبيق.خلال التعريفات و 
 .القيمة الدتوسطة, التفاضل و التكامل, التحليل الحقيقي كلمات مفتاحية:

 
Mean Value Theorem and it's Applications 

 

Abstract                                                             

This research paper studies one of the basic theories in Calculus and Real 

analysis and it is represented in Mean value theorem and here we will just 

study it and show its importance and applications in differential science only, 

through definitions and  clarifying one example or more of each application. 

Keywords: mean value, theorem,  math, calculus, real analysis.                                                                      

 المقدمـــــــــــة
ز الأساسية في علوم الرياضيات, وخاصة علوم التفاضل تعتبر نظرية القيمة الدتوسطة إحدى الركائ    

حيث وصفها أحد العلماء الرياضيين بأنها ذئب في ثوب حمل, وتدرس ىذه  ,التحليل الحقيقيوالتكامل و 
درسنا ىنا أىم تلك في عدة تطبيقات كيفية استخدامها سلوك قيمة ما خلال فتًة معينة و النظرية 

تعيين مواقع جذور للحصول على تقييم دقيق للخطأ, و  الحسابات التقريبية إيجادالدتمثلة في التطبيقات, و 
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قواعد لوبيتال لحساب صيغ غير محددة. ايضا توسيع أو تمديد متباينات معروفة للقيم  لأثباتدالة , كذلك 
   .الحقيقية وتكوين الدتبايناتلى القيم إالصحيحة أو القياسية 

 نظرية القيمة المتوسطة .1
يدكن تعريف الدشتقة بشكل أكبر تعميما, باعتبار أن النقطة التي تكون عندىا الدالة قابلة للاشتقاق 

 .f)تراكم( لنطاق الدالة   ىي نقطة تجميع
 1.1تعريف 
عند  fىو مشتقة الدالة  L الحقيقي, نقول أن العدد     , fنقطة تراكم لنطاق الدالة  cلتكن 
εلكل        δكان يوجد   إذا  cالنقطة      كانت    إذابحيث أنو     

|   |  و    |:                        فإن,       
         

   
  |    

      ,ويكون        ́ حيث ان 
         

   
        حيث    ́        

, لكنو غير كاف كما وضح ذلك عالم  cلوجود الدشتقة عند النقطة  اً ضروري اً يعتبر اتصال الدالة شرط
 فيرشتًاس بمثالو الذى ىز بو وسط الرياضيات والدتمثل في أن  ,الرياضيات

x)    cos(       ∑
 

   
 
 نقطة . فيمتصلة عند أى نقطة و لا توجد لذا مشتقة     

 Dكانت   إذا, اما  cتقع على يدين و يسار  x فإن,  Dنقطة داخلية للنطاق  cكانت   إذانلاحظ أنو 
 .فقط cتقع على يدين النقطة  x فإن,  D حدية يسرى لـ  cفتًة , و
   1.1مبرهنة

 .cتكون متصلة عند  f فإن,  cمشتقة عند fكانت للدالة   إذا   
  1.1مبرهنة

δو يوجد عدد  فإن  ́ (   (cكانت   إذا(1  ,          c كانت   إذابحيث أنو     
 .           فإن  
δو يوجد عدد فإن,      (c) ́   كان   إذا(2       xكانت   إذابحيث أنو    
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cf)( ‹ xf)(   فإن,          و     . 
 النهاية الصغرى النسبية النهابة العظمى النسبية  و   2.1تعريف 

δوجدت  إذا,     نهاية عظمى نسبية عند نقطة   fيكون للدالة      , حيث أن      
|   |تحقق     عند                . 

, تحقق أن     عند           ويكون للدالة نهاية صغرى نسبية  بحيث أن  
|   |     . 

 نظرية النهاية العظمى الداخلية
نهاية عظمى  نسبية   fنقطة داخلية للنطاق , والتى عندىا يكون للدالة          نفرض ان    
 .       ̀ , فيجب أن تكون مساوية للصفر  cموجودة عند fكانت مشتقة الدالة  إذا, 

 نظرية رول  
, وأن  (a,b)الفتًة الدفتوحة   فيموجودة   ̀  و أن   [a,b]دالة متصلة في فتًة مغلقة   fنفرض أن 

0)()(  bfaf  تحقق أن           , عندىا توجد نقطة ̀       . 
الاستنتاج الأساسي من نظرية رول ىو موضوع ىذه الدراسة  نظرية القيمة الدتوسطة والتي تنص على      

 ما يلى:
  نظرية القيمة المتوسطة 

و توجد نقطة فإن,    (a,b)و لذا مشتقة في   J=[a,b]فتًة مغلقة   فيدالة متصلة   fلتكن   
              ́           بحيث أن                                      

 البرىان 

              φنفرض أن الدالة   
         

   
         

و الدالة التى رسمها البيانى يتكون من جزء الخط الدستقيم الدار بالنقطتين    fالفرق بين الدالة  φأى أن 
))(,( afa  و))(,( bfb. 
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    φ, بالاضافة الى أن  (a,b) فيو لذا مشتقة    (a,b) فيمتصلة  φينتج من الفروض أن  

        
    ́     ́   بحيث أنو   jداخل  cوباستخدام نظرية رول  توجد نقطة 

         

   
   

 
 
 

 ∅    
 
 
 
 
 

 c      b               a                      
 1نتيجة 

 حيث أن          و توجد نقطة  فإن,  [a,b] فيمشتقة  fكان للدالة   إذا
           ́         

 :ينظرية كوش فيتم تعميم نظرية  الفيمة الدتوسطة  لتشمل دالتين كما يتضح 
 :للقيمة المتوسطة ينظرية كوش

تًة الدفتوحة  فال فيموجودتان   ́  و́ و الدشتقتان   [a,b] فيدالتين متصلتين    gو  fلتكن    
(a,b)   بحيث أن        , اذن توجد نقطة , : 

                ́   [         ]      ́ [         ]. 
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  :البرىان يوجد احتمالان
 .       ́ بحيث ان   cيتحقق الدطلوب باختيار     g(a)=g(b)=0عندما  (1
 بأنها  : J فيالدعرفة  φنعتبر الدالة           كانت   إذا (2

             φ              
         

         
[         ] 

 نحصل على النتيجة الدطلوبة. φبتطبيق نظرية رول على و 
 :الدتوسطةللقيمة  يالنظرية التالية تبين بعض نتائج نظرية كوش

 1نظرية 
 و:فإن,   (a,b) فيموجودة   و́   ́ ,و أن كلا من   J=[a,b]  فيدالتان متصلتان   gو  fلتكن 

(i فإن,          عند        ́ كانت   إذا f   فيدالة ثابتة j. 
(ii   فإن,          لكل       ́      ́ كانت   إذا f  وg  فيبمقدار ثابت  فإنيختل 

 .Jالفتًة 
(III الفتًة  في        كانت   إذا, و          لكل         ́ كانت   إذاJ   ,

 .            حينئذ 
(iv فإن,          لكل        ́ كانت    إذا a  نقطة  نهاية صغرى نسبية  للدالة

f. 
(v كانت    إذا    ́  نقطة نهاية عظمى نسبية للدالة . b فإن,          لكل      

(vi فإن,         لكل   |   ́ |    كانت   إذا  f تحقق شرط  ليبشتز 
  |           |  .J  في   ,  عتد |     |  
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 :. تطبيقات نظرية القيمة المتوسطة1
الحسابات التقريبية  للحصول  فيوالدتمثلة   ,ىدا البند أىم تطبيقات  نظرية القيمة  الدتوسطة فينقدم      

ثبات قواعد لوبيتال لحساب إباستخدام نظرية رول و  ,ذور لدالةعلى تقييم دقيق للخطأ و تعيين مواقع الج
 صيغ غير محددة باستخدام نظرية القيمة الدتوسطة لكوشى 

  :التطبيق الأول
يوضح  التاليتقييم للخطأ والدثال الحسابات التقريبية للحصول على  فياستخدام نظرية القيمة الدتوسطة   

 ذلك:
 :1مثال

 , نستخدم نظرية القيمة الدتوسطة كما يلى :     √قيمة  إيجادليكن الدطلوب ىو 
      √     و     b=105و   a=100نفرض أن  

    ́ بما أن  
         

   
     

 اذن            

 √ 
=√    √   

       
 

    √    √أن         أي
 

 √ 
          حيث أن  cلعدد ما     

       √    √   √   وبما أن 

 نستنتج أن    

     
 √       

 

 √ 
      

وىذا التقييم ليس دقيقا بما فيو الكفاية ويدكن           √      ومنها ينتج أن 
        √والذى يؤدى الى أن               √تحسينو بالاستفادة من استنتاجنا أن 

      ومما سبق بكون 
 

        
 √          

 .            √       أكثرىا دقة  ىو و  اً ومنها يكون أحسن تقييم
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  :الثانيالتطبيق 
  ي:واقع جذور دالة , ويتلخص فيما يلاستخدام نظرية رول  لتعيين م   

قل يوجد على الأ  f(x)جذرين للدالة   أيو بين فإن,   f(x)مشتقة الدالة       ́      لتكن  
 .g(x)واحد للدالة   جذر
 :1مثال 

وعليو يوجد على             لذا  ىى  الأولىالدشتقة  فإن           لنفرض أن 
 .          بين أى جذرين  للدالة            الأقل جذر واحد للدالة 

نجد انو بين اى     ́               ́ و بتطبيق نظرية رول  مرة أخرى  على الدشتقة  
f جذر واحد غلى الأقل للدالة الأقليوجد على            جذرين للدالة       

      . 
 .يتداخل بعضها في بعض       و       ومنها نلاحظ أن جذور الدالتين  
 :التطبيق الثالث 

  قواعد لوبيتال لحساب صيغ غير محددة. لأثباتاستخدام نظرية القيمة الدتوسطة لكوشى    
بحيث أن   (a,b) فيولكل منهما مشتقة     [a,b] فيدالتان متصلتان  gو  fبفرض أن 

             
 .    لكل              ́ لكن 

 أن تحقق        حبث    نقطة توجد عندىا
    

    
 

 ́   

 ́   
      

      كانت    إذا
 ́   

 ́   
      موجودة , ينتج ان    

    

    
      

 ́   

 ́   
    . 

ئية النها فإن,      أو  عندما تكون   x=aتصبح فيها الدوال لانهائية عند  التيالحالة 
, لصورة اخرى يدكن معالجتها غالبا بأخذ اللوغاريتمات , أو عندما يكون لدينا دوال غير محددةلانهائية
 أو معالجات مشابهة. ,الأسس
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 استخدام نظرية القيمة الدتوسطة لكوشى: التاليالدثال 
 :3مثال 
xxxh, و نريد حساب النهاية  للدالة    a = 0لتكن  log)(   كما يلى:      عندما 

     نفرض أن 
    

    
       و               ,حيث              

 

 
 ,

    . 
εنفرض أن            كانت   إذابحيث أنو         وباختيار عدد ثابت      

|, نحصل على أن 
 ́   

 ́   
⁄ |      . 

 باستخدام نظرية القيمة  الدتوسطة  لكوشى نجد أن  

                                                          |
 ́     

 ́     
|      |

           

           
|      

 .           ث ان يح
    و  باختيار قيمة ثابتة  ل فإن,         عندما         و           بما أن 

 يدكننا كتابة 

                                                     [
  

     

    

  
     

    

]   
    

    
             

           
  

                                                                                               فإن, و بما أن الدقدار داخل القوسين يقتًب من الواحد الصحيح  ,       بفرض أن 

|    |  |
    

        
|  .               فإن التاليو ب      

  :التطبيق الرابع
نظرية القيمة الدتوسطة ونتائجها يدكن استخدامها لتوسيع الدتباينات الدعروفة )كبرنولى( مثلا للقيم     

 الدثالين التاليين: فيكذلك لتكوين الدتباينات كما و  لى القيم الحقيقية إالصحيحة  أو القياسية 
 :4مثال 
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 .              فإن,        كانت    إذاتنص متباينة برنولى غلى أنو    
 , كما يلى:    سنوضح أن ىذه الدتباينة صحيحة لأى اس 

ن فإ    كانت   إذا, اما        ́  فإن         كانت   إذاو نجد أنو 
 ́       . 

 بتطبيق نظرية القيمة الدتوسطة على الاحتمالين , نتحصل على ان 
 .    ,        عندما                     

 .  x = 0التساوى يحدث فقط عندما  فإن,      كان   إذابالاضافة الى أنو  
 :5مثال 

             ,  و أن        عدد حقيقى يخقق أن       نفرض أن   
                 ́ فنجد أن  

      عندما        ́ و ,        عندما         ́ أن   أي
           و تكون             فإن     كانت   إذاو نتيجة لذلك نجد أنو 

 .x = 1فقط عندما 
 .        و      عندما               لذلك نحصل على الدتباينة 

  فرض أن نو      ,      كانت   إذاو 
 

 
 ,نحصل على الدتباينة   

                                 
 . a = bتتحقق  الدساواة فقط عندما و 

 
 
 
 

 :الخاتمة
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من  الحقيقيالتحليل علم التفاضل و  فيتوفيقو دراسة أىم تطبيقات نظرية القيمة الدتوسطة و  تم بعون الله   
 .خلال بعض النظريات والأمثلة الدوضحة لذلك
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